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Apres avoir defini les R-coloriages minimaux, on determine les nombres de 
Ramsey minimaux dans le cas binaire-bicolore ainsi que dans le cas (3, 3, P), 
et on les majore dans le cas binaire. On montre qu’aucun (4, 4)@‘-R-coloriage 
minimal n’est associe a un (4)@)-graphe de TurBn. On exhibe le seul (4, 4)(2)m 
coloriage de KS non contenu dans le (4, 4)(V&coloriage maximal et le seul 
(3,3,3)(%oloriage de K., non contenu dam I’un des deux (3,3, 3)(2)-R-coloriages 
maximaux. On determine en annexe le seuil d’apparition d’un K4 non tricolore 
dans un tricoloriage des a&es du n-emble. 
1. DEFINITIONS ~3 NoT~TI~NF~ 
Soit E un ensemble de n elements ou n-emble. (f) dtsigne l’ensemble de 
ses r-parties. Une 2-partie est une arete, une 3-partie une face. &CT1 (resp. IQ 
est le r-graphe (resp. le 2-graphe) complet a n sommets. Dans un coloriage 
de (T) en k couleurs, le graphe de couleur K (K = 1,2,..., k) esi le r-graphe 
dont l’ensemble des sommets est E et dont les r-a&es sont les r-parties de E 
ayant recu la couleur K. Dans un tel coloriage, un KF’ de couleur K est une 
c-clique du graphe de couleur K. Un (cl ,.~., c,)-coloriage de (F), ou 
(Cl ,.*., cp -coloriage de E, est tel que, pour tout K, il n’existe aucun .Kiz) 
de couleur K. Un (cl ,..=, c&IT-coloriage de (f) est un coloriage air, qudle 
que soit, parmi les k couleurs, celle de chacune des (,FI) nouvelles r-s&es 
issue5 dun sommet suppltmentaire apparait, pour un K convenable, un Kj:” 
de couleur K. La valeur maximale que peut alors prendre / E / est 
p’yq )...) CJ - 1 et la recherche des nombres de Ramsey n’est qu’un aspect 
de celle de ces R-coloriages, dits maximaux. 
Nous notons p(r)(c 1 i.e., clc> - 1 la valeur minimale que peut prendre j E / 
Clans les m&mes conditions, le R-coloriage &ant alors dit minimal. Nous 
appelons p@)(c, ,..., ck) nombre de Ramsey minimal, r-aire, k-colore. Pour 
Y = 2, les fonctions de Ramsey usuelles (i - e maximales) et minimales 
sont not&es p et P. 
Nous m-ions le lecteur tventuel de toltrer I’intrusion du terme “‘loriage” 
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qui nous parait commode. Un (cl ,..., c,)-loriage de (3 est un (cl ,,.., c& 
coloriage de tout ou partie de (3; s’il s’agit dune partie stricte, nous parlons 
dun loriage strict. Un (cl ,..., c,)-R-loriage de (3 est un (cl ,..., c,)-loriage 
qui nerd cette qualite pour tout coloriage selon les k couleurs des 1 E 1 aretes 
issues d’un nouveau sommet p 6 E. Un (c)(‘j-graphe est un r-graphe dont une 
r-a&e au moins existe dans chaque c-partie de l’ensemble E des sommets 
du graphe. Nous disons encore que l’ensemble des r-a&es du (c)(‘j-graphe 
reprbente les ClCments de (f). Enfin, un (c)(r)-T-graphe est un (c)(r)-graphe 
dont le nombre des r-aretes est minimal. Ce nombre est note T,(‘)(n), si 
j E / = ~1. Les coloriages de la Fig. 1, ou seules sont dessinees les a&es d’une 
couleur, sont des (3, 3)-R-coloriages, le premier minimal, le second maximal. 
FICXJRE 1 
2. R-LORIAGES BINAIRES BICOLORES NINIMAUX 
PROPOSITION. Pour to&es valeurs en&&es >B don&es d cl et c2 , on a 
~(1 + cl , 1 + c.J = 1 + clcz , et il n’existe a2dcun (1 + cl , 1 + c&R- 
loriage strict sur (clcJ points. Duns tout (1 + cl , 1 + c,)-R-loriage existent 
WI systhe de KOl de couleur 1, disjoints, en nombre &gal d cz et un systthe de 
KG, de couleur 2, disjoints, en nombre &gal d cl . 
Preuve. Appelons Bleu et Rouge les couleurs 1 et 2, respectivement. 
(1) Le coloriage des a&es du (c,c,)-emble constitue par des KG1 bleus 
disjoints en nombre &gal a c2 et ou toutes les autres a&es sont rouges est 
Bvidemment un (1 + c1 , 1 + c,)-JZ-coloriage. 11 en est de meme du coloriage 
constitue par des Kc2 rouges disjoints en nombre tgal a c, et oti toutes les 
autres a&es sont bleues. 
(2) Ces coloriages sont minimaux. Soit en effet un systbme de Kc, 
bleus disjoints en nombre maximal A, dans un (1 + cl, 1 + c,)-JZ-loriage 
dorm& de (). En colorant en Rouge les a&es joignant un (n + 1)” sommetp 
(I E 1 = y1 3 XcJ aux hc, sommets de ces cliques bleues, et en Bleu les autres, 
on ne fera apparaitre, ni un Kzfh rouge, ni un K,+,1 bleu qui exigerait un K, 1 
bleu disjoint de ceux du systbme. Done h > c2 , et I E I > c,c, . 
(3) 11 n’existe aucun (1 + c1 , 1 + c,)-Pi-loriage strict sur (clcJ points 
et, a fortiori, sur un nombre inferieur de points. Soit en effet E un (clcz)- 
emble dont les a&es admettraient un (1 + c1 , 1 + c,)-R-loriage strict. 
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On trouverait un systeme de KG, bleus disjoints en nombre Cgal a c2 ) et un 
systeme de Kc, rouges disjoints en nombre Cgal a c, i tome dique bleue du 
premier systeme coupant en un point et un seul toute clique rouge du second. 
Soient a et b’ deux sommets indtpendants dam le graphe bleu du loriage 
comme dans son graphe rouge, Colorons en BIeu les a&es joignant Ie sommet 
supplementaire p aux sommets des (cl - 2) cliques rouges du systbme qui 
ne passer& ni par a, ni par b’. Deux cas se prtsentent: 
(3.1) il existe, hors du systbme Cvidemment, un KG2 rouge disjoint 
des (cl - 2) cliques rouges precederues et ne passant, ni par a, ni par $‘. 
Alors, on colorera en Bleu les a&es joignant p B ses sommets, et en 
les au&es, ce qui ne fera apparaitre, ni un K1+cz rouge puisque tn et is’ sent 
kid&pendants, ni un K,+,l bleu, 
(3.2) il n’en existe pas. Alors on colorera en Bleu Ies a&es joignant 
p B CI et b’, et en Rouge lees autres, ce qui ne fera apparaitre, ni un K1+ bleu 
puisque a et b’ sont independants, ni un K1+c$ rouge. Concluons que 
l’hypothese d’existence d’un R-loriage strict est absurde. Si c1 ou c9 = t, 
~(1 + cl , 1 + c2) = 1 + clc2 est une evidence. Les deux (I + c1 , I + cJ- 
R-coloriages minimaux decrits dans la premiere par-tie de cette demonstration 
ont chacun pour graphe dune couleur convenable un T-graphe. 
I1 y a. d’autres R-coloriages minimaux: Ia Fig. 2 dome Ie graphe bleu 
d’un (3,4)-R-coloriage minimal. Le (5, 5)Q)-coloriage a Ia Greenwood et 
Gleason du corps fini Fz7 [2] est un R-coloriage (voir Annexe 1). 
il contient quatre .& bleus disjoints. 11 est Clementaire de voir qu’il en contient 
trois, mais comme [9], 37 - I2 < ~(4, 5), le quatribme n’est pas evident; 
iI ne peut etre obtenu non plus par [I] ou i’incertitude SW p(4Ke , 4RJ 
demeure trop grande. 
FIGURE 2 
Ees R-coloriages autorisent une variante assez commode d’un jeu deja 
dbcrit. Soit par exemple le (4,4)(*)-coloriage de E;, . Ees deux joueurs ( 
ouge) disposent de jetons de leur couleur qui d&n&sent Ies couleurs des 
a&es issues dun 18e point; ils placent alternativement un jeton et le perdant 
est., par exemple, le premier qui dispose trois jetons aux sommets d’un & 
de sa couleur. A ce titre, les R-loriages peuvent aussi &re inttressants. 
La Fig. 3 donne deux exemples de (3, 3)-R-loriages SW cinq points, d’aiheurs 
5&2b/z2/3-2 
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contenus dam le (3, 3)-R-coloriage maximal. Qn peut chercher les (3, 3)” 
loriages sur M points dont le graphe bleu et rouge ne possede pas de K, 
(la Fig. 3 donne des exemples sans KJ avec n minimal. Ce graphe, dont les 
aretes ont re$u l’une ou l’autre couleur, sera appelt le graphe du loriage. 
PROPOSITION. Tout (3, 3)(2)-R-loriage SW npoirzts dent le graphe ne confient 
aucun K3 exige n 3 8; il en existe pour n = 8. 
Breuzje. Un (3, 3)-R-loriage strict sur n points exige d’abord IT > 5. 
(I) Le graphe dun (3, 3)-R-loriage strict sur IZ points ne peut avoir 
(n - 2) points indtpendants car, si les 2 autres d~terrn~~la~e~t une a&e du 
graphe, bleue par exemple, ou n’en determinaient pas, on Cviterait !a 
formation d’un KS unicolore en joignant un (n i 1)” point aux TI -- 2 
premiers en Bleu, et aux 2 autres en Rouge. 
(2) n = 5. Le graphe saris KS d’un (3, 3)-R-loriage, ne possedant pas 
3 points independants, serait done unique, la valence (bleue et rouge) de tout 
point &ant 2. Ce graphe aurait une paire de points independantsS dont Ie 
complement ne possederait qu’une a&e, bleue par exempie, et on Cviterait 
I’apparition d’un K3 unicolore en joignant les 2 premiers points en Bleu, 
les 3 autres en Rouge, a un 6e point. 
(3) n = 6. Si le graphe dun (3, 3)- -1oriage ne contenait aueun iYz ) 
il devrait avoir 3 points independants puisque 6 = ~(3, 3). N’ayant pas 
points independants, la valence de chacun de ses sommets devrait &tre ~4. 
e plus, par tout sommet passerait au moms une a&e de chaque couleur. 
car si, par un point, ne passait aucune a&e rouge, on se ram 
n = 5 en joignant ce point en Rouge a un 7e point. La valenc 
est done 2 ou 3. II est facile de voir que le complement d’un 3-emble forme 
de 3 points independants devrait avoir une a&e de chaque couleur. Ainsi, 
de chacun des 3 points independants partiraient au moms 2 a&es vers les 
trois autres, qui ne peuvent en recevoir que 1 f 2 + 2. 
(4) n = 7. La valence de tout sommet devrait etre 2, 3 ou 4, et le 
complement d’un 4-emble forme de 4 points independants devrait avoir me 
a&e de chaque couleur. L’existence de 4 points indtpendants dans le graphe 
saris K3 d’un (3, 3)-R-loriage parait possible puisque 4 . 2 = 3 + 3 L- 2; 
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mais qnand 4 a&es par-tent d’un point, elles le joignent a 4 points inde- 
pendants et cette possibilite s’evanouit. Or il existe 9 graphes sur 7 points, 
saris K3 , n’ayant pas 4 points indtpendants [9], et il se trouve que chacun 
possede 3 points independants dont le complement ne contient qu’une a&e. 
(5) y1 = 8. La Fig. 4 donne trois exempIes de (3, 3)-R-loriages dont Ee 
graphe ne contient aucun K3 , d’ailleurs contenus dans des (3, 4)-I?-coloriages 
maximaux. Leurs graphes n’ont pas 4 points indtpendants et nous niavons 
cherche aucun (3, 3)-R-coloriage des aretes d’un graphe ayant 4 psints 
independants. Ce resultat peut Cvoquer un probltme d’Erdos et Hajnal et les 
reponses apportees en [5,7, 111. 
FIGURE 4 
On peut Ctablir que les (3, 3)-R-loriages stricts sur 5 points qui ne con- 
tiennent pas le (3, 3)-R-coloriage minimal ont un graphe qui doit contenir 
au moins 6 a&es et deux K, . I1 est possible qu’un tel. loriage doive contenir 
I’un ou l’autre de ceux de la Fig. 3, ou soit contenu dans le (3, 3)-R-coioriage 
maximah. 
3. CAS BINAIRE GENERAL 
PROPOSITION. POW toutes valeurs entihes 21 donn&s ~2 cl ) c2 ,..., C~ , on a 
ed(1 t Cl , 1 + c2 ,*.., 1 + Ck) < 1 + ClC? ~.. cl,. 
Demonstration constructive par recurrence sur ii. Supposons I’existence 
d’un (1 + cI ‘..., I + c,-,)-R-coloriage sur (cl ... cI& points. Le coloriage 
des a&es du (cl ... c,-,c,)-emble constitut par des coloriages prtctdents 
selon les m&mes (k - 1) couleurs, disjoints et en nombre Cgal a ck ) on 
tomes les autres a&es ont la ke couleur, est un (1 + c1 ,...) 1 + c&R- 
coloriage. De plus la proposition est vraie pour k = 2.11 est clair que I’ordre 
d’intervention des couleurs est arbitraire et que 
P(I + Cl ,..‘, 1 + Ckml ) 2) = p(1 + Cl R . ..) 1 + C&I). 
Mime pour k = 3, des complications surgissent du fait de l’existence de 
R-loriages stricts selon deux couleurs, et nous ne pouvons ofIrk que la 
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PROPOSITION. 11 n’existe aucun (3, 3, 3)c2’-R-loriage SW moins de 8 points 
et ~(3, 3, 3) = 1 + 8. De plus, tout (3, 3, 3)(2)-R-loriage sur 8 points doit 
contenir, pour toute paire de couleur, deux (3, 3)‘2’-R-coloriages minimaux 
disjoints, et, pour toute couleur, par tout point, passent des a&es en nombre 
<4. 
Prewe. Soient Bleu, Rouge et Vert les couleurs, et soit un (3, 3, 3)-R- 
loriage sur n points. 
(1) n < 7. Le R-loriage ne pourrait contenir un (3, 3)-R-coloriage, bleu 
et rouge par exemple, sur 4 points car on pourrait joindre un (n + l)e 
point p en Vert B ces 4 points et en Bleu et Rouge aux autres de faGon B tviter 
la formation d’un K3 unicolore. I1 ne pourrait contenir un 3-emble bicolore 
(bleu et rouge) car on pourrait Cviter la formation d’un K3 unicolore en 
joignant p B ses tkments en Vert et aux autres poigts en Bleu et Rouge, 
convenablement, puisque nous venons de voir qu’il n’y aurait aucun (3, 3)- 
R-coloriage minimal selon ces deux couleurs. Or, il existe, dans le cas d’un 
loriage strict, un 3-emble au plus bicolore (avec un a&e manquante) et, 
dans le cas d’un coloriage, les K3 ne peuvent tous &tre tricolores si n > 4. 
Le cas n < 4 se rCfute facilement, que les 3 couleurs soient prksentes ou non. 
Done ~(3, 3, 3) > 1 + 8, et l’kgalitk rksulte de la Proposition prtddente. 
(2) n = 8. Si le R-loriage contient un (3, 3)-R-coloriage bleu et rouge 
sur 4 points, il doit en contenir un autre, disjoint, car sinon, on pourrait 
joindre 9 p les 4 premiers sommets en Vert, et les 4 autres, convenablement, 
en Bleu et Rouge. S’il ne contenait, pour toute paire de couleurs, aucun 
(3, 3)-R-coloriage minimal, tout Cemble devrait &tre tricolore car s’il existait 
un 4-emble n’ayant pas d’ar&te verte, on Cviterait l’appartiion d’un K3 
unicolore en joignant le ge point p & ses ClCments en Vert, et aux autres 
sommets, convenablement, en Bleu et Rouge. 11 ne parait pas impossible 
que tout 4-emble soit tricolore puisque, distinguant une couleur, on a bien 
8 < p(3,4); cependant, pour toute couleur, le nombre d’ar&tes devrait etre 
10, 11 ou 12, et 3 . 10 > (3 (voir Annexe II). Ainsi, le R-loriage doit-il 
contenir, pour toute paire de couleurs deux (3, 3)-R-coloriages disjoints et 
done, pour toute couleur, 4 a&es disjointes. Enfin, si par un sommet x 
passaient 5 a&es bleues {x, yl),..., {x, yj}, on colorerait en Bleu les 5 a&es 
(p, yl),..., {p, y5} et en Rouge et Vert, convenablement, les 3 autres de fagon 
& tviter un K3 unicolore. 
Nous ignorons si tout (3, 3, 3)-R-loriage (ou m&me coloriage) doit contenir 
pour toute paire de couleurs deux (3, 3)-R-coloriages disjoints. Nous 
ignorons aussi s’il existe un (3, 3, 3)-R-loriage strict sur 8 points. Pour un tel 
loriage, tout 4-emble contenant 2 points indtpendants, ainsi que son com- 
plkment, devrait %,re tricolore. Cette incertitude ne nous.permet pas d’affirmer 
que ~(3, 3, 3, 3) = ~~(3) > 1 + 14, mais seulement qu’il n’existe aucun 
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,(3)-R-loriage sur 12 points et done que p,(3) 3 1 + 13. Supposons en eKet 
qu’il existe un (J)-R-loriage sur 12 points. Aucun 5-emble ne pourrait t&-e 
au plus tricolore car on pourrait Cviter un K, unicolore en joignant le 1 3e point 
p aux 7 autres, convenablement, selon ces 3 couleurs, et aux 5 premiers points 
selon la 4e couleur. Tout 5-emble devrait done etre quadricolore, ce qui ne 
parait pas impossible puisque 12 < ~(3, 5); toutefois, le nombre d’aretes 
de chaque couleur devrait etre 218 > $(‘i). Cet argument simplifit permet 
de nier I’existence d’un ,(3)-R-loriage sur (k2 f 3k - 4-)/Z? poids. On a 
ainsi 
4. (ZAS TERNAIRE 
II est permis de penser que l’etude des R-bicoloriages minimaux reste ici 
plus facile que celle des R-bicoloriages maximaux. NCanmoins, rmus ne 
pouvons presenter qu’une tbauche de l’etude des (4, 4)(3)-R-coloriages 
minimaux, montrant en particulier que leur graphe de couleur I ou 2 n’est 
pas un T-graphe, contrairement au cas binaire bicolore. La fonction de 
Turan Tr”, dont la Table I donne Ies premieres valeurs, est inconnue pour 
n 3 I3 861: et ‘Fur&n a don& une construction des faces (bleues) qui fournit 
le nombre minimal de faces pour n < 12, et une majoration de ce nombre 
au de&. Cette construction consiste a realiser une partition de E (1 E / = ??_I 
en 3 ensembles de cardinaux aussi voisins que possible, A, B, C, et a prendre 
pour ensemble de faces 
oh (t)B dtsigne l’ensemble des (a, a’, b) telies que {a, a’> E (;‘) et b E 
n < 6, le T-graphe est unique a un isomorphisme prbs; pour 7 < ir < 12, 
la construction de Turan fournit un T-graphe contenant un AYF)~ Nous 
rappelons que 13 < ~(~‘(4, 4) < 15 [4, 8]. 
TABLE I 
Nous remarquons que completer un (4,4)-coloriage des faces du n-emble 
par un coloriage des (3 faces issues dun (n + 1)” point en Bvitant la formation 
dun KL3’ unicolore Cquivaut, colorant les nouvelles faces par la couleur m&me 
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attribute a leurs traces sur (ou intersections avec) le n-emble, a representer 
simultantment les faces rouges par un ensemble da&es bleues et les faces 
bleues par un ensemble d’aretes rouges, dans un coloriage des a&es du 
n-emble, ou encore a representer l’ensemble des faces bleues par des a&es 
rouges dont les triangles qu’elles peuvent former ne sont pas des faces rouges. 
Ainsi, puisque ~(3, 3) > 5, un (4, 4)-coloriage des faces du 5-emble ne sera 
jamais un (4, 4)(3)-R-coloriage. 
PROPOSITION. pc3)(4,4) 2 1 + 8. 
Preuve. (1) 11 existe un bicoloriage des a&es du 7-emble ayant exac- 
tement quatre K3 unicolores, ces 4 triangles Ctant ceux de la Fig. 5 ou ceux 
de la Fig. 6. Verification immediate. 
FIGURE 5 FIGURE 6 
(2) Tout (4, 4)-coloriage des faces du 7-emble possbde, soit 4 faces 
rouges dans les positions occupees par les triangles bleus de la Fig. 5, soit 
3 faces rouges et une bleue dans les positions occupees par les 3 triangles 
bleus et le triangle rouge de la Fig. 6, a une permutation prbs des couleurs. 
En effet, pour tout (4, 4)-coloriage des faces du 7-emble, le nombre Y de 
K13) isochromatiques [3] est 37; prenant l’un d’eux et la face complementaire, 
il existe done 3 faces de m&me couleur (bleues par exemple) telles que 
(a, b, c>, {a, b, d) et {e,f, g}. Si (c, d, e> est rouge, on est dans le cas de la 
Fig. 6; supposons done bleues les 3 faces {c, d, 3. Si (e,J c> est bleue, on est 
dans le cas de la Fig. 5; supposons done rouges les 6 faces {e,f, i>, (f, g, i} 
et { g, e, i}. Si (a, b, e) est rouge, on est alors darts le cas de la Fig. 6; supposons 
done bleues les 3 faces (a, b, i}. Si {e,f, a} est rouge, on est alors dans le cas 
de la Fig. 6; supposons done bleues les 6 faces {e,f, t}, (f, g, t) et (g, e, z>. 
Alors (a, e,f, g> a ses 4 faces bleues, ce qui est exclu. Montrons maintenant 
qu’aucun (4, 4)(3)-coloriage sur plus de 7 points n’admet pour graphe d’une 
couleur un (4)c3)-T-graphe. 
LEMME 1. II existe un seul (4)c3)-T-graphe sur 7 points suns Ki3). 
Preuve. Nous supposerons bleues les faces du graphe, rouges les autres. 
Puisque Ti3’(7) = 12 < 7 . (7/4), ce T-graphe doit contenir l’unique 
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I”-graphe sur 6 points. Soit E l’ensemble des points de ce dernier graphe 
qui a 6 faces. Nous devons done chercher tous les ensembles de 12 - 6 = 6 
aretes bleues ne formant pas de face bleue qui reprtsentent les 28 - 6 = 14 
faces roages. Nous ne donnons ici que les &apes de la demonstration, que les 
verifications &ant aisees, et la principale difficuhe &ant de n’oublier aucune 
possibihte. 
Posant E = A w  B v C, avec A = (a, a’), = (b, b’) et c = (c, c’>. 
les 14 faces rouges sont les elements de ($)C v (:)A u Qt)B u A 
appartiennent A ABC exigent au moins 4 a&es reprtsentantes. 
(I) Deux des six a&es appartiennent a (2”) v (f) u (Fj). Trois possi- 
bilitts se presentent selon que les 4 autres sont {b, ET) avec (lp’? z,>, (a, if> 
avec (a’, $> ou (a, is> avec {a’, ET}, a une permutation p&s; elles conduisent 
chacune a une contradiction. 
(2) Une se&e a&e appartient a (i) U (f) U (3 qn’on supposera &Ire 
(re, a’]. Necessairement, (a, b) et (u’, b’} sont 2 des 5 autres: mais les 4 faces 
appartenant a ABC non encore represent&es exigent 4 nouvelles a&es, 
(3) Les six a&es appartiennent 6, AB U BC U CA. Alms, B une per- 
mutation circulaire pres sur A, B, C il est d’abord necessaire qu’il existe me 
a&e E AB et une a&e E AC s&antes. Puis on arrive, si I’on suppose que les 
a&es ne forment aucun triangle, au perimetre de l’hexagone (a’, b’, c’, a, &, c) 
oh (a’, 5, cl] n’est pas representee. On aboutit enfin a l’unique solution 
oti les 6 a&es sont les cotts des triangles (a, 6, c} et ice’, b’. c’>. 
LEMME 2. Tout (4)t3)-T-graphe SUT 8 points pos&de un Ki”). 
Puisque Ti3’(8) = 28 < [(3 . 12) + (5 * 13)]/5, nous voyons que s’il exist&t 
r un F-graphe sur 8 points saris Ki3), quatre au moins de ses restrictions a un 
7-emble seraient isomorphes au T-graphe du femme precedent. Supposotas 
qu’il existe un T-graphe saris IQ) sur E = (a, a’, b, b’, c, c’, d, d’), et soit 
E’ zz E - (G!‘), 06 les lettres jouent le m&me role qu’au Eemme 1, un 
7-emble ayant 12 faces bleues; saris restreindre la generahte, on peut supposer 
que E - (cl> en est un autre. I1 est facile de voir que E” = I?” - (cl> no&de 
7 faces bleues. D’autre part, E - {c’) = E” u (d’). II n’y a qu’un ensemble 
de 5 a&es bleues ne formant pas de face bleue qui peut rep&enter les 13 
faces rouges de E”. En effet, dans E”, 4 faces bleues passent par o!, 4 passe& 
par a, 4 passent par 6, et par les autres sommets u9en passent que 3. Le 
coloriage des faces de B’ = E” u (ci} et le eoloriage des faces de I?’ u {d’) 
son: isomorphes; dans cet isomorphisme, le sommet correspondant A d ne 
peut etre que d, a ou b, La Fig. 7 indique par leurs traces sur E” - {G!), 
E” - (a> et E” - (b) respectivement quelles sont les 4 faces bleues de .P 
passant par ces 3 points; on voit que d se correspond a lui-meme. 11 en rtsulte 
que (a, a’: b, b’, c, d’) a 6 faces bleues et que les 5 faces bleues passant par d’ 
ont les m&me5 traces sur E” que celles passant par c’. 
220 GUY GIRAUD 
Id1 PI 
FIGURE 7 
A ce stade, nous disposons dans E de 17 faces bleues, et il en reste 3, 
passant par {c’, d’), pour rep&enter les (3 - 5 = 10 Ki3’ qui n’en con- 
tiennent pas encore. La Fig. 8 indique, par leurs traces sur E”, quelles sont 
les 10 faces rouges passant par c’ qu’il faut rep&enter par 3 aretes bleues 
passant par c’. Puisque 10/3 > 3, une de ces 3 a&es doit &tre (c’; a> ou (c’, b). 
Dans le premier cas, il n’y a plus que (c’, c> et (c’, b) qui peuvent chacune 
rep&enter 3 de ces faces rouges, parmi lesquelles se trouve malheureusement 
{c’, c, b}. De m&me dans le second cas. Ainsi, il est impossible de rep&enter 
les dix Kj3) par 3 nouvelles faces bleues (mCme si on permet aux 20 faces 
bleues de former un Ki3’). 
d 
m-, 
I\ --__ 
I \ 
\ 
: \ 
---._ 
--_ _ - 5,’ b 
, \ _---- ;, 
- -\-- G”--- -r----T’,L--’ ” a 
\ , ‘, /-;, 
‘C’ 
\,:2 -,“, 1 
ai ,, I /I 
FIGURE 8 
LEMME 3. Tout (4)(3)-T-graphe surplus de 8 points posskde WI. Ki3’. 
Pour 9 < n < 12, n &ant 3e nombre de points du T-graphe, cela peut 
resulter du lemme 2. Ainsi, pour IE = 9 = 1 E 1, il faudrait envisager un 
graphe ayant au moins 21 faces dans chacun des 8-embles C E, mais 
21 + (9/6) > Ti3)(9). Pour n = 13 ou 14, le probleme subsisterait. Au de&, 
~‘~‘(4, 4) < 15 fournit la rtponse. 
Soit Y le nombre des Kd3’ isochromatiques (2 faces bleues et 2 rouges), 
X le nombre des autres, b, le nombre de faces bleues passant par 01 E (3, 
Z;, = Ti3)(n) le nombre de faces bleues. Nous avons si tout Kj3) est bicolore 
3X+4Y=Cb,(n-2- b,) < 3(n - 2) r;, - 9F’z/[;). 
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TABLE II 
n 9 10 11 12 13 14 
Majorant de Y 27 45 61 72 103 130 
Minorant de Y 28 47 14 111 163 231 
Puisque FB < 4(g), majorant dorm6 par la construction de Turan, ce polyn6me 
en & est croissant; now pouvons done majorer Y en utilisant les majorants 
de L;b donnCs dans la Table I. La comparaison avee les minorants de Y [4] 
donnes par la Table II fournit la contradiction. La proposition Ctablie au 
debut de ce paragraphe, et les deux derniers lemmes permettent d’enoncer la 
PROPQSITION. Aucun (4, 4)(3)-R-coIoriage ~~ni~~l B’CI. pow graphe bleu m 
rouge un (4jC3)- T-graphe. 
5. AUTRES PROBL~ES 
I1 existe, a un isomorphisme p&s et a une permutation pres des couleurs, 
un seul (3, 3)-coloriage des a&es de K4 qui ne peut &tre immerge dans le 
(3, 3)-R-coloriage maximal, celui dont le graphe bleu est K2,2 , c~rn~~~rn~~t 
du (3)(2)-T-graphe. 
Tout (4,4)-coloriage des aretes de K4 peut &tre immerge dans le (4,4)- 
coloriage maximal, mais un seul (4,4)-coloriage des a&es de K6 ne p 
l’etre. I1 existe en effet 18 bicoloriages des aretes de KG: un ayant 10 a&es 
dune m@me couleur, un ayant 9 a&es, deux ayant 8 aretes, 
7 areties, six ayant 6 a&es, et quatre ayant exactement 5 aretes 
couleur. Parmi eux, cinq presentent un K4 unicolore, et des 13 au&es, un seul 
n’est pas present dans le (4,4)-R-coloriage maximal, celui dont le graphe 
bleu ou rouge est K2,3, complement du (3)(2)-T-graphe. Nous ignorons par 
combine de points et leurs a&es on peut le completer saris faire a.pparaitre 
un K4 unicolore. 
I1 est possible que le (5, 5)-coloriage des a&tees e KG dont le graphe blen 
est K3,3 ne puisse &tre immerge dans aucnn (5, 5)-R-coloriage maximal. 
Parmi les (3, 3, 3)-coloriages des a&es de K4 , il en existe exactement 4 qui 
ne pewent &tre immerges dans le (3, 3, 3)-W-coloriage maximal obtenu en 
utilisant les cubes da corps fini F16 . Un seul d’entre eux est. absent de l’auire 
(3, 3, 3)-R-coloriage maximal (sur la Fig. 9, les sommets des 3 premiers 
sent numerates conformement 2, [lo]); nous ignorons par eombien de 
sommets et leurs a&es on peut le completer avant de former un ri-, unicolore. 
I1 est possible que le (4,4)-coloriage des faces de & clout le graphe bleu est le 
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(4)(a)-T-graphe ne puisse etre immerge dam aucun (4, 4)(3)-R-coloriage 
maximal, &ant donne qu’il existe deux autres (4,4)-coloriages des faces de Kg 
pour lesquels Y = 1. 
FIGURE 9 
ANNEXE I 
E’arete {x’, x”} E (>) est bleue si et seulement si X” - x’ est un carrt. 
La Fig. 10 montre les 8 triangles unicolores passant par (0, l}. La transfor- 
mation x -+ ax + b, 06 a f 0, est un automorphisme du coloriage si a est 
un car&, et un antiautomorphisme dans le cas contraire. Ainsi, par toute 
a&e passent 2 triangles appartenant G quatre K4 unicolores, et 6 autres 
triangles n’appartenant qu’a deux K4 unicolores. Joignons les 37 sommets 8. 
un nouveau sommet, p. Puisque le nombre des triangles unicolores est deja 
minimal apparaitront de nouveaux triangles unicolores, et on peut supposer 
que (0, 1, p} est l’un d’entre eux. Pour Cviter un K, unicolore, {p, 1 l> et {p, 27) 
devront Ctre rouges. Gomme (27,4, 10, 12) est rouge, l’une des 3 a&es 
(p, 41, (p, lo} et (p, 121 devra etre bleue. Puisque (0, 1,4} -+ (0, 1, 101 par 
x+9x+1 et que {0,1,10)-+(0,1,12} par x-+11x+1, on peut 
supposer que (p, lo} est bleue. La Fig. 10, oh ne sont dessinees que les a&es 
bleues de F37 , donne aussi les traces sur F3, des a&es joignantp a 0, 1, 11,27, 
10 (o bleue, o rouge). 
FIGURE 10 
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La transformation (U): (x’, x’] 3 (0, 1) + (11,27) -+ ( y’, y”), oh Ies 
deux extremes, de la forme x + ax + b avec a f 0, sont inverses, soit 
(x’, x”j + (11x” - lox’, 27x” - 26x’), qui verifie y’ + y” = x’ + x” et 
y” - y’ = +16(x” - x’), transforme toute ar&te de F3, en une a&e de 
m&me couleur, et une a&e formant avec p un triangle unicolore en une arete 
dont les elements sont vus de p sous la couleur opposee. A~~~iquo~s-~a aux 
cotts de {O, 1, lo}; on obtient les a&es bleues (B1,27), (11, 36) et (22,261, 
et on voit apparaztre 3 triangles rouges (p, 11, 261, (p, 22,271 et (p, 22, 36) 
dont on transforme par (U) le cott oppose Bp. Nous calculons successivement 
(II, 26) --p (9,28>, (22,27)+ (3,9), (3,281 + (12, 191, {O, 9> + (25,2?) et 
(11, .l9) + (25: 5). Ainsi les traces en 3, 9, 28, 25 devront &tre bleues, et les 
traces en 22, 26, 19, 25 &tre rouges, ce qui est impossible. Done ce coloriage 
de (:37), qui est un (5, 5)-coloriage, est un (5, 5)-R-coloriage. 
FIGURE 11 
ANNEXE II 
La demonstration de la p. 216 etablit que, dans tout coloriage des a&es 
u 8-emble en 3 couleurs, il y a, soit un Kz unicolore, soit un IT4 au plus 
ar contre, colorant les a&es (x, y> de FT selon que x - y = + 1 I
ou -&2, ou 13, il est clair qu’on ne formera aueun KS unicolore et que tous 
les K4 seront tricolores. 
On peut Cgalement chercher quel est, dans un tricoloriage des aretes du 
n-emble E, le seuil d’apparition dun K4 non tricolore. Soient 
et Vest les couleurs, bi , ri et ui les nombres da&es passant par i E E et ayant 
respectivemeat ces couleurs. 
(1) D’abord, bi < 4 pour tout i car si 5 a&es (i, x1),..., (i, x5) Ctaient 
bleues, (x1 , X, , x3 , x4) &ant tricolore, on pourrait supposer (x1 , x2> bleue et 
alors, chacun des 3 sommets x8 , x, et xg devant etre joint a (x1 , x2) par une 
a&e rouge et une verte, on pourrait supposer que les 2 aretes (x1 , 21 sont 
rouges et que les 2 a&es (x2, $} sont vertes. Mais alors, les deux Kd 
If, x3 9 x.4 2 x2 “I> ne pourraient &tre tous deux tricolores. 
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(2) Si tous les K4 sont tricolores, on doit avoir, pour tout i et tome 
paire de couleurs (Bleu et Rouge par exemple) bi + ri < 6. Sinon, en un 
point i, on aurait par exemple bi = 4 et ri > 3. Soient (i, yJ,..., (i, y7} 
sept a&es bleues ou rouges. Le coloriage des a&es du K, {J+ ,..., y,) ne doit 
contenir, ni K4 vert, ni K3 bleu et/au rouge, et les 9 “bicoloriages” (Bleu et 
Rouge confondues) possibles [9] des a&es de ce K7 contiennent tous un 
K4 ayant 5 a&es vertes, done bicolore, ce qui est contradictoire. 
(3) Si tous les K4 sont tricolores, on doit done avoir b, + Ti + ui < 9 
et y1 < 10. S’il existe un tel tricoloriage des a&es du IO-emble, on aura en 
tout i, bi = ri = vi = 3. Soient Mb, AI,. et Mw les nombres de K3 mono- 
chromes des 3 couleurs. Dans chaque Kg, puisque 2 couleurs ne forment 
pas un K4 et puisque 9 = p(3,4), on aura un K3 unicolore de chaque couleur. 
(La Fig. 12, oti les a&es issues d’uh 9e sommet sont color&es par leur trace, 
donne le graphe rouge dun (4,4)-coloriage des a&es du 9-emble ayant un 
seul K3 rouge.) Par suite, Mb, Mr , M, sont >2, et puisque 
3(2 + 2 + 2)/10 > 1, il existera i E E par oti passeront deux K3 unicolores, 
qui ne peuvent &tre de m&me couleur, un bleu et un rouge par exemp1e.l Sur 
les 6 points joints a i en Bleu et Rouge, 3 quelconques ne pouvant former un K3 
bleu et/au rouge, il y aura deux K3 verts, puisque 2 est le nombre minimal 
de K3 unicolores dans tout bicoloriage des aretes de KS . Meme chose pour 
le K, joint a i en Rouge et Vert (au moins deux K3 bleus) et pour le KS joint 
a i en Vert et Bleu. D’oti Mb + n/r, + AI, 3 8, d’oh l’existence dun sommet i 
par ou passent trois K3 unicolores (et Mb , AI,. , AT, 3 3). 
FIGURE 12 
Soit done i sommet dun K3 bleu, dun rouge et dun vert. Si (x, y, z> est 
le triangle dont les sommets sont joints a i en Bleu, il est tricolore. De meme 
le seront {x’, y’, z’} et (x”, y”, z”} dont les sommets sont joints respectivement 
a i en Rouge et Vert. On voit facilement que les deux K3 verts sur 
1 En octobre 69, K. Walker m’a &rit qu’on peut avoir, soit un seul K3 bleu, soit un seul 
K4 rouge, et que Ies coloriages, uniques dans chaque cas, diffkrent seulement par la couleur 
d’une a&e (voir Fig. 12). 
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FIGURE 13 
{x; J;, 2, x’, y’, z’> ne peuvent &tre que disjoints. 
~rnb~g~~t~ deux K, bleus et deux K, rouges (voir 
B coEorer. 
place de m&me Sam 
13). Restent I 5 ar2tes 
(3.1) ( y, y’> verte =P- ( y, x’) bleue puisque (x, y, x’, y’) doit &tre 
tricolor-e = {y, y”> verte puisque {y, x’, x”, y”> doit etre tricoiore. 
alors par y passent 4 a&es vertes. De meme, ( y’, y”) ne pent Etre bleue, ll;r 
(JJ", J)j KIUge. 
( y, y’) bleue 3 I’ y, z”] rouge 3 { y, y”) bleue 2 { y, .u’> verte 
S- (z, x’) bleue =S (z, x”> verte =S (z’, 2) bleue S- (2, y”) verte. 
E’arGte (Xl, z”) ne peut &tre rouge car par z’ passent deja 3 at-&s rouges, 
ni bleue ou verte car par x’ passent deja 3 argtes dans chacune de ces couieurs. 
Jl est done impossible que ( y, y’> soil bleue, et ainsi, ii est necessaire que ( y, y’) 
soit rouge, (y’, y”> verte et (y”, y) bleue. Mais alors il est impossible que 
{ y’, 2’; X, y) et ( y’, x”, x’, y”) soient tous deux tricolores. 
(4) Le seuil est 10 comme le montre le coloriage des aretes de ~7~ 
contenant 9 aretes bleues formant trois X, disjoints, 9 ar&tes rouges formant 
aussi trois K, disjoints, chacun de ces triangles rouges coupant chacun de 
ces triangles bleus, et 18 a&es vertes; en tout F, on aura bi = ri = 2, tout 
K4 contiendra une argte bleue et une rouge, et il n’existera aucun X4 bleu et 
rouge. Nous pouvons done tnoncer Ia 
BRoPosrTroN. Le seuil d’apparition d’un K4 CIU phs bicolore dans US 
fricoloriage des or&es du n-emble est dix. 
Nous ignorons s’il existe un tricoloriage des a&es du 9-emble avec 12 ar&es 
de chaque couleur, oil tous les K4 soient tricolor-es. La proposition suggere 
ntanmoins un jeu de coalition indeterminte A 3 joueurs, qui colorer-n B tour 
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de r61e, chacun avec sa couleur, les a&es de K,, , les 2 gagnants &ant les 
2 premiers qui parviennent B former seuls un K4 , jeu qu’on peut Cquilibrer 
davantage en dtclarant vainqueur le premier qui parvient & former seul un K3 
quand les 2 autres joueurs n’ont pu encore former un K4 . 
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